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RESUMEN

Este trabajo ofrece evidencia sobre los procesos de generalizacion exhibidos
por nifios de quinto grado. La generalizacion versa sobre patrones lineales a
partir de secuencias pictoricas que favorece que los estudiantes propongan sus
propias maneras de generalizacion que dan cuenta de las diversas
configuraciones que identifican. Las secuencias pictoricas fueron disefiadas
con base en la literatura y se dieron individualmente a los estudiantes para su
discusion. Las generalizaciones realizadas por los estudiantes fueron
agrupadas en cinco categorias: Reconocimiento de una Dbase,
Desconfiguracion, Relacion numérico-figural, Verificacion del cumplimiento
de la regla de formacion, Cierre de configuraciones, Reversibilidad en la
generalizacion. Los resultados muestran las formas no estandar en las cuales
los estudiantes generalizan.

Palabras clave: dlgebra temprana; generalizacion; patrones; secuencias pic-
toricas; configuracion.
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ABSTRACT

This work offers evidence about the generalization processes exhibited by
fifth grade children. Generalization deals with linear patterns from pictorial
sequences that encourage students to propose their own ways of generalizing
that account for the various configurations they identify. The pictorial
sequences were designed based on the literature and were given individually
to the students for discussion. The generalizations made by the students were
grouped into five categories. The results show the non-standard ways in which
students generalize.

Keywords: early algebra; generalization; patterns; pictorial sequences; con-
figuration.

RESUMO

Este trabalho oferece evidéncias sobre os processos de generalizagdo
apresentados por criangas da quinta série. A generalizagdo trata de padrdes
lineares a partir de sequéncias pictoricas que incentivam os alunos a propor
suas proprias formas de generalizar que ddo conta das diversas configuracdes
que identificam. As sequéncias pictoricas foram elaboradas com base na
literatura e entregues individualmente aos alunos para discussdo. As
generalizagdes feitas pelos alunos foram agrupadas em cinco categorias. Os
resultados mostram as maneiras nao padronizadas pelas quais os alunos
generalizam.

Palavras-chave: algebra inicial; generalizagdo; padrdes; sequéncias pictori-
cas; configuragao.

INTRODUCCION

De acuerdo con los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas
[1] los estudiantes inician el desarrollo del razonamiento matematico en los
primeros grados mediante actividades que les permiten percibir regularidades
y relaciones; predecir y conjeturar; explicar coherentemente; proponer inter-
pretaciones y respuestas, con la posibilidad de aceptarlas o rechazarlas.

Al culminar el grado quinto los estudiantes deben justificar regularidades
y propiedades de los numeros, asi como establecer relaciones y operaciones
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entre numeros. El estudiante debe interpretar y describir representaciones gra-
ficas que presentan variaciones, representar y relacionar patrones numéricos
con tablas [2] y reglas verbales a partir de secuencias pictoricas [1,3].

Los Lineamientos Curriculares de Matematicas de Colombia [4], afirman
que el razonamiento matematico se vincula con la identificacion y represen-
tacion de patrones, [1] y [4] enfatizan la importancia de la generalizacion a
partir de la identificacion de patrones; sin embargo, las declaraciones son am-
plias y no ofrecen posibles rutas para trabajar generalizaciones a partir de
identificacion de patrones.

El Consejo Nacional de profesores de Matematicas, de los Estados Uni-
dos -NCTM- [5] propone que en los primeros grados escolares los estudiantes
deben identificar o construir patrones numéricos y geométricos, describir ver-
balmente patrones, establecer relaciones entre cantidades para proponer con-
jeturas, explicar generalizaciones vistas en casos particulares, explorar pro-
piedades de los numeros y expresar generalidad a partir de simbolos conven-
cionales.

PROBLEMA DE INVESTIGACION

La NCTM [5] trasciende la identificacion de patrones al proponer que los
estudiantes deben expresar y explicar generalizaciones producidas por ellos
mismos, desde los primeros grados.

El problema descrito sugiere la siguiente pregunta: ;Coémo generalizan
patrones lineales, a partir de secuencias pictdricas, nifios de quinto grado? El
objetivo refiere a “analizar maneras de generalizar patrones lineales a partir
de secuencias pictoricas por nifios de quinto grado”; este objetivo se traduce,
metodologicamente en “Identificar categorias para analizar las maneras de
generalizar de estudiantes de 5° grado”.

Se debe mencionar que tanto en la pregunta como en el objetivo se pre-
tende indagar por las maneras, las cuales se entienden en esta investigacion
como las “formas de hacer”, en las cuales se pretende indagar por el conoci-
miento procedimental de cada nifio. El conocimiento procedimental se en-
tiende como un conjunto de acciones que “[...] se relaciona con las técnicas
y las estrategias para representar conceptos y para transformar dichas repre-
sentaciones; con las habilidades y destrezas para elaborar, comparar y ejerci-
tar algoritmos y para argumentar convincentemente” [1] (p. 50). En esta in-
vestigacion, tales acciones son respuestas escritas y verbales producidas por
cada nifio.
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MARCO TEORICO

La Early-Algebra, como una propuesta para abordar el problema descrito,
esta basada en la introduccion del algebra, de manera transversal, gradual y
sistematica, en todos los grados de escolaridad. Esta propuesta es vista como
una forma de pensamiento y expresion a partir de objetos, relaciones, estruc-
turas y situaciones matematicas, con la finalidad de promover una ensefianza
y un aprendizaje para la comprension y facilitar el estudio formal del algebra,
promoviendo asi un mayor grado de generalidad en el pensamiento de los
estudiantes y aumentando su capacidad para expresar la generalidad [6].

En la matematica escolar, se destacan cuatro enfoques-generalizacion,
relaciones y funciones, modelacion, resolucion de problemas- para la ense-
fianza del algebra. Con respecto a estos cuatro enfoques, Lee [7] afirma que
“No es dificil demostrar que la funcién, la modelacion, y la solucion de pro-
blemas son todas actividades de generalizacion, que el algebra y todas las
matematicas trata con generalizacion y patrones” (p.102). Ademas, esta au-
tora sostiene que los estudiantes generalizan cuando producen una expresion
o representacion sucinta a partir de la comprensiéon que tienen. Por esto, se
entiende la generalizacion como el enfoque del algebra que orienta esta in-
vestigacion.

En [8] se presenta la generalizacion como una actividad intelectual que
realizan los individuos habitualmente y que consiste en detectar regularidades
y generar una expresion para estas. Sin embargo, [9] plantea que los profeso-
res norteamericanos tradicionalmente proponian problemas para completar
secuencias o para encontrar el término general que representaba dicha secuen-
cia, pero los estudiantes necesitan ir mas alla, en sentido que deben construir,
expresar y justificar la generalizacion de patrones. Esto sugiere que las tareas
propuestas por los profesores no solo deberian valorarse por la capacidad del
estudiante para seguir instrucciones sino también por el proceso de generali-
zacion; ademas, este argumento justifica la pertinencia de promover tareas de
generalizacion a partir de los primeros grados.

Con respecto a la generalizacion, en el marco de la educacion escolar, en
[10] distinguen entre la generalizacion matematica y la generalizacion en edu-
cacion matematica, argumentando que la primera se centra en la validacion
de pruebas para ser aceptada como tal mientras que la segunda tiene en cuenta
las expresiones empleadas y el razonamiento involucrado en estas.
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A diferencia de la generalizacion matematica, en la cual se concibe una
expresion que considera todos los casos, esta investigacion tiene una perspec-
tiva de la generalizacion en educacion matematica, donde se valora la explo-
racion de patrones y la consideracion de nuevos casos, a partir de una regla,
que no necesariamente coincide con una estrategia convencional. Esta afir-
macion es ratificada por los autores de [11], quienes afirman que los estudian-
tes habitualmente parten del ambito numérico o figural para expresar la gene-
ralidad de las tareas que implican patrones.

[12] argumenta que la generalizacion de patrones refiere a la capacidad
de identificar una regularidad en algunos casos particulares, y a extender esa
regularidad a otros términos, permitiendo asi una expresion vinculada con to-
dos los términos de la secuencia. Este autor reconoce diferentes aspectos in-
volucrados en esta definicion; en primer lugar, la identificacion de una regu-
laridad que aplica para algunos casos de la secuencia, luego se generaliza esa
regularidad a todos los términos de la secuencia. También argumenta que la
generalizacion de patrones no depende del uso de notaciones sino del trata-
miento que se da a la secuencia.

[13] hace una distincion entre la generalizacion cercana, que consiste en
la identificacion de un patron a partir de una estrategia de conteo, un dibujo o
una tabla; y la generalizacion lejana, que se caracteriza por la identificacion
de una regla general, independiente del caso que se considere. Esta distincion
es pertinente para clasificar las tareas que se han considerado en el marco
tedrico y el disefio metodoldgico para la produccion de datos de los estudian-
tes.

En esta investigacion se asume que un nifio generaliza cuando tiene la
posibilidad de enunciar el cumplimiento de una regla de formacion que per-
mite construir una configuracion correspondiente a una secuencia dada. Esta
definicion sugiere que los nifios que no enuncian también pueden generalizar,
aunque el investigador no tenga evidencias para documentarlo, y por tal razoén
no se considere en el informe de investigacion.

Se entienden las secuencias pictoricas como listas de dibujos que se ca-
racterizan por estar organizados de cierto modo y que obedecen a una regla.
Quien responde alguna de las tareas, propuestas en este trabajo, debe asignar
las caracteristicas que definirian la organizacion de una secuencia pictorica y
la regla de formacion para la secuencia de dicha tarea. En las tareas propuestas
para esta investigacion, los dibujos se presentan de izquierda a derecha.
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Si bien las investigaciones revisadas recomiendan la generalizacion de
patrones como un punto de partida para la ensefianza del algebra en los pri-
meros grados y ofrecen una perspectiva al problema descrito, no se han en-
contrado investigaciones sobre la transicion desde las secuencias pictoricas
hasta la generalizacion de patrones lineales. Asi, el tema especifico de la in-
vestigacion puede verse como un aporte al ambito de la investigacion sobre
generalizacion.

En los siguientes apartados se comenta la metodologia utilizada, se
ofrece la descripcion de todas las tareas propuestas a los estudiantes, poste-
riormente se muestran las soluciones dadas por uno de ellos, a continuacion,
se discuten las maneras de generalizar de los estudiantes, y finalmente se pro-
pone el apartado de conclusiones.

METODOLOGIA

El modo de entender la generalizacion de patrones lineales en este trabajo
sugiere un disefio cualitativo [14], dado que se pretende analizar maneras,
entendidas como conocimiento procedimental, que se manifiestan en las res-
puestas verbales y escritas de los estudiantes. El disefio se complementa con
entrevistas semiestructuradas realizadas después que los estudiantes entrega-
ron sus soluciones. Se indag6 por el sentido que los estudiantes otorgan a las
secuencias y que se expresan mediante respuestas verbales. La investigacion
se desarrolla en una institucion educativa de caracter publico, de naturaleza
mixta y ofrece educacion basica y educacion media. De 48 estudiantes matri-
culados en el grupo, tan solo participaron 20-12 nifios y 8 nifias- a quienes sus
tutores legales concedieron permiso para participar en la investigacion. Las
categorias emergentes se toman de los datos de los 20 estudiantes. Sin
embargo, se presenta la informacion producida por cuatro nifios de quinto
grado. Esta decision se debe al volumen de la informacion producida, y al
interés de la investigacion por generar una comprension profunda del objeto
de estudio. La eleccion de los estudiantes participantes de la investigacion,
corresponde a los criterios mencionados a continuacion: el estudiante
matriculado en quinto grado asiste siempre o casi siempre al aula, el acudiente
autoriza la participacion del estudiante en la investigacion, el estudiante
participa activamente o responde —de forma verbal y escrita- en clase, la
profesora titular del curso estd de acuerdo en que cada estudiante aportara
informacion relevante para el proyecto, el estudiante afirma que quiere
participar en la investigacion.
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Se inform¢ a los nifios de los derechos que les asistian al participar en
esta investigacion [15]. Se tomaron todas las acciones para evitar someter a
los nifios a condiciones de estrés emocional. No se presta atencion al género
en esta indagacion.

Las tareas disefiadas proponen estudiar el reconocimiento de diversos ti-
pos de patrones (generalizacion de patrones lineales a partir de secuencias
pictoricas); de expresion de ellos (mediante diversos modos de representa-
cion) y de validacion (mediante diversos modos de justificacion).

Se entiende la tarea como una pauta escrita en la cual el estudiante asume
que debe dar una respuesta [16], y se considera la tarea en esta investigacion
como aquella que involucra secuencias pictoricas que obedecen a un patron,
que deben ser reconocidas, expresadas y validadas por los estudiantes.

Las tareas se entregan por escrito para que los estudiantes de quinto grado
de educacion primaria respondan a las cuestiones planteadas en la tarea. Las
cuestiones se vinculan con: el reconocimiento, la representacion, el registro,
la justificacion y la validacion de los patrones presentes en las secuencias
pictoricas. La accion de registro, como expresion de ese reconocimiento, ocu-
rre cuando el estudiante representa por escrito una regularidad identificada en
la secuencia [17].

Se propusieron las tareas a los estudiantes y se les pidid no borrar sus
procedimientos en caso de error, y que, cuando se equivocaran, reescribieran
sin borrar lo que habian escrito. Se les pide que encierren o resalten sus errores
con un color, y sigan trabajando en la misma hoja o en otra, para que entre-
guen la tarea al finalizar cada sesion, que dura aproximadamente una hora.

Se realizaron cinco sesiones durante el periodo produccion de datos. Se
han disefiado tareas de generalizacion para que los estudiantes identifiquen
caracteristicas de algun elemento de la secuencia que esté localizado ya sea
en una posicion cercana o en una posicion lejana en la enumeracion.

Se decidio trabajar con nifios individualmente por varias razones: la pri-
mera es que las respuestas de un estudiante pueden influenciar las respuestas
de los otros nifios participantes; la segunda es que interesa estudiar las justi-
ficaciones que cada nifio da a su respuesta; la tercera es que la Institucion no
recomienda extraer a varios nifios de la clase al mismo tiempo. Cabe aclarar
que interesa saber como generaliza cada niflo y no se presta atencion a la in-
terrelacion entre ellos. La razon para esta decision es de caracter administra-
tivo, en tanto que el investigador no tiene acceso al grupo total ni puede mo-
dificar las condiciones de aula.
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Los nifios resolvieron las tareas de forma individual, y en completo si-
lencio, posteriormente, una vez se hubo estudiado sus respuestas se entrevisto
a los nifios y se grabo el audio de las sesiones.

Se asume la postura de [18] quienes afirman que el analisis es un examen
sistematico conjunto de elementos informativos —verbales, escritos, gestua-
les- para delimitar partes y descubrir relaciones entre los mismos. Para estos
autores el analisis de datos cualitativo es el tratamiento de datos, conservando
su naturaleza textual, es decir, sin necesidad de acudir a técnicas estadisticas.

Se decidio no proponer categorias a priori y se decant6 por investigar las
categorias emergentes que se explicitan en este texto. Se analizaron las solu-
ciones dados por los estudiantes, y se busco: tipo de representacion usada para
dar la respuesta, tipo de patron identificado, y justificacion dada por los estu-
diantes.

Las maneras de generalizar patrones lineales se analizan a partir tanto de
las respuestas que dan a las tareas como de los dialogos que surgen durante la
entrevista semiestructurada. Cada entrevista es individual y se hizo después
que los estudiantes respondieron a cada tarea. No hay un interés por evaluar
ni la validez matematica de las soluciones ni la validez argumentativa pro-
puesta por los estudiantes en estas generalizaciones, aunque interesa estudiar
las justificaciones con las cuales los estudiantes acompafian sus soluciones.

Una vez que los nifios respondieron las preguntas se inicio6 el analisis de
las soluciones y cada uno de los investigadores formulod, independientemente,
categorias de agrupacion para estas, se efectué un proceso de perfecciona-
miento de los criterios que definen las categorias hasta llegar a las que se
presentan a continuacion.

DESCRIPCION DE LAS TAREAS

Se asume la tarea como una pauta escrita a la que el estudiante da res-
puesta y que involucra secuencias pictoricas, que deben ser reconocidas, ex-
presadas y validadas por los estudiantes [16]. La secuencia pictdrica se en-
tiende como una sucesion de figuras que obedecen a un patrdn. Las tareas se
disefiaron para estudiar el reconocimiento de diversos tipos de patrones, su
expresion y su validacion.

Las tareas sobre secuencias pictoricas requieren que los estudiantes desa-
rrollen las siguientes acciones: continuacion, completar, ordenamiento, cons-
truccion y descripcion. Adicionalmente se proponen dos tipos de tareas de
generalizacion: posicion cercana y posicion lejana [13]. Tareas de posicion
cercana son aquellas en las cuales el estudiante debe continuar, completar u
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ordenar una secuencia, mientras que tareas de posicion lejana son aquellas
tareas que demandan la construccion de una regla de formacion. La regla suele
ser oral o escrita de caracter descriptivo. Las categorias propuestas son emer-
gentes.

Continuar una secuencia (Tarea A)
Esta tarea pide dibujar el siguiente elemento o siguientes elementos a
partir de una secuencia dada. Los numerales para esta tarea se muestran en la
Tabla 1.

Tabla 1. Tarea A y sus numerales
Numeral 1 Numeral 3

Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4

Este numeral pide dibujar la figura que
va en la quinta posicion, dadas las cua-
tro posiciones anteriores.
Fuente: tomado de [19] y [20]

Posicién 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4
*Dibuja las tres figuras que siguen
*Escribe el proceso de construccion
para las figuras construidas anterior-
mente
+; Cuantos triangulos tiene la figura de
la posicion 10?

Fuente: elaboracion propia

Numeral 2 Numeral 4

Posicion 1 Posicién 2 Posicion 3 Posiciéon 4

Dibuja la figura que va en la posicion 6.
Explica el procedimiento que realizaste ~ Este numeral pide: Dibujar la confi-

Poscwa | posicin 2 Poscion 3 Posicién 4 Posicién §

para dibujar la figura de la posicion 6 guracion correspondiente a la quinta
(Cuéntos tridngulos tiene la figura de la posicion de la secuencia, dadas las
posicion 6? configuraciones de las cuatro posicio-
Fuente: tomado de [21] nes anteriores

Fuente: elaboracion propia

Continuar una secuencia (Tarea B)
Esta tarea pide encontrar la configuracion correspondiente a una posicion
que se encuentra entre dos posiciones dadas, y cuyas configuraciones son co-
nocidas. Los numerales para esta tarea se muestran en la Tabla 2.
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Tabla 2. Tarea B y sus numerales
Numeral 1 Numeral 2

Posicién | Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4

Se pide completar la secuencia, di-

Posicién | Posscson 2 Poscion 3 Pou 4

Se pide completar la secuencia, dibujando

la configuracion que hace falta. bujando la configuracion que hace
Fuente: tomado y modificado de [11] falta.
Fuente: tomado y modificado de
[21]

En ocasiones, también se indaga por la primera posiciéon cuando se han
dado posiciones posteriores. No se proponen configuraciones en las que falten
posiciones intermedias.

Ordenar elementos de una secuencia (Tarea C)
Esta tarea pide tanto determinar la posicion de cada elemento de una se-
cuencia como identificar elementos que no pertenecen a esta. Los numerales
para esta tarea se muestran en la Tabla 3.

Tabla 3. Tarea C y sus numerales.
Numeral 1 Numeral 2

Se pide asignar la posicion a cada confi-
guracion dada.
Fuente: tomado y modificado de [23]y
[17]

Se pide escribir la posicion corres-
pondiente a cada configuracion de la
secuencia dada, donde se afirma que
los elementos podrian estar en desor-

den.
Fuente: tomado y modificado de [22]
Numeral 3
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I o e O

En este numeral se pide ordenar la secuencia, indicando cual configuracion se
asigna a la primera posicion, cudl a la segunda posicion, cudl a la tercera y cuél a
la cuarta.

Fuente: tomado de [22]

Numeral 4

4. Indica la figura que no comresponde ala secuencia (C.3)

5. Indica la figura que no comresponde ala secuencia (C.3)

6. Indica la figura que no corresponde ala secuencia (C.3)

]

mn (T O | oo
. mmn 0 oo (oo

Indica la figara que no comresponde ala secuencia (C.3)

8. Indica ka figwra que no corresponde ala secuencia (C.3)

>

- - e
3L 1% W7 1%
Ay b A b 4 A >
[y e L - o, ’ A
. A A A ATA A & A O A
W W oW

9. Indica la figura que no comresponde ala secuencia (C.3)

Estos seis Numerales piden que se identifiquen las configuraciones-vifieta- que
no corresponden en cada una de las secuencias dadas. El objetivo es identificar
las caracteristicas que cada nifio destaca para determinar la inclusion o la exclu-
sion de una configuracion en una secuencia. En cada secuencia hay una vifieta
que no corresponde al patron estandar. En caso de que un estudiante sefale, erro-
neamente, una vifieta, se estudia la justificacion que el estudiante ofrece.
Fuente: elaboracion propia
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Construir un elemento que corresponda a cualquier posicion de la

secuencia (Tarea D)

Los numerales para esta tarea se muestran en la Tabla 4.

Tabla 4. Tarea D y sus numerales

Numeral 1

Numeral 2

=N
_|>

S
I_1_1_>

JAY
L Il

N
S

Posicion 1 Posicién 2 Posicién 3 Posicién 4

Se pide describir el procedimiento
realizado para construir la configura-
cion en la siguiente posicion, la
quinta posicion, a partir de las cuatro
configuraciones anteriores. Ademas,
se indagaba por la cantidad de ‘palos’
que tendria la configuracion de la dé-
cima quinta posicion en la secuencia.
Fuente: tomado de [24] y [25]

Posicaom | Posicion 2 Posicion 3 Posicion 4

Se pide escribir la cantidad de estrellas
que deberian estar en la decimocuarta
posicion.

Fuente: tomado de [17]

Numeral 3

Numeral 4

Posicién 4

Este numeral pide determinar una
cantidad a partir de una secuencia
dada. Cada nifio podia escoger la po-
sicion y determinar la cantidad de fi-
guras en esa posicion.
Fuente: tomado y modificado de [16]

O OO~ OO0,
ORO ORORO OFOROAR0
O ORO, ORORO,
O O OOOOOOO

Posicién 1 Posicion 2

Este numeral presenta una secuencia
pictorica a partir de la cual se pide: Di-
bujar la configuracion correspondiente a
una posicion pedida; determinar la canti-
dad de figuras correspondiente a una po-
sicion lejana en la secuencia, y elaborar
un procedimiento para encontrar la can-
tidad de figuras correspondientes a una
posicion cualquiera e indeterminada.
Fuente: tomado de [26]

Las categorias de las tareas, que se propusieron, se muestran en la Tabla
5; que se obtuvieron a partir de la revision de la literatura.
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Tabla 5. Categorias de tareas

Continuar una
secuencia

Dibuja las figuras siguientes.
Determina la cantidad de elementos
correspondiente a una configuracion

faltante, en la secuencia.
Explica el dibujo o la cantidad deter-
minada para la continuacion de la se-
cuencia.

Completar una

Tareas de posi- .
secuencia

cion cercana

Dibuja figuras que faltan entre los di-
bujos de algunas posiciones dadas.

Determina la cantidad de elementos
ubicados en una posicion cercana de
la secuencia.

Ordenar elemen-
tos de una se-
cuencia

Identifica la posicion de algunos ele-
mentos de una secuencia.
Construye una secuencia cuyos ele-
mentos se encuentran desordenados.
Reconoce elementos que no pertene-
cen a una secuencia.
Justifica la disposicion de las figuras
en una secuencia.

Construir un ele-
mento que corres-
ponda a cualquier
posicion de la se-
cuencia

Tareas de posi-
cion lejana

Elabora un procedimiento para cons-
truir un elemento de la secuencia en
una determinada posicion.
Dibuja la figura correspondiente a
una posicion que el estudiante decida
en la secuencia.
Determina la cantidad correspon-
diente a cualquier figura de la secuen-
cia.

Fuente: elaboracion propia

ANALISIS DE LAS RESPUESTAS DE UNO DE LOS NINOS

Debido a las limitaciones de espacio se discutiran las respuestas de uno
de los nifios, si bien el articulo informa sobre las formas de generalizacion de
los trabajos de cuatro nifios: Camilo, David, Lucia y Jhony.
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CATEGORIAS EMERGENTES

En el numeral primero de la Tarea A, Camilo menciona que se ‘fijo’ ini-
cialmente en la configuracion de la posicion 1, y luego mird la posicion 2 para
encontrar que ‘algo’ cambio, ese algo es el triangulo que se agrego al costado
derecho de la posicion 1. Sin embargo, afirma que siguid verificando en las
configuraciones en las posiciones tercera y cuarta respectivamente para com-
probar su sospecha, y como aprecia que funciona la estrategia de agregar cada
vez un triangulo en el costado derecho, decide dibujar la configuracion de la
quinta posicion a partir de la reproduccion de la cuarta posicion y agregar un
triangulo. Al comparar las dos primeras configuraciones de la secuencia y
sospechar que debia agregar un triangulo por cada posicion consecutiva, lo
cual comprueba en las otras posiciones dadas, Camilo encuentra un patron.

En la respuesta escrita (Figura 1) Camilo sefiala con una flecha el lugar
en el cual debe adicionar un tridngulo a partir del dibujo correspondiente a la
cuarta posicion.

Figura 1. Respuesta de Camilo al Numeral 1 de la Tarea 1.
Fuente: respuesta de Camilo

El numeral segundo de la Tarea A (Incluye tres cuestiones: Dibujar, Ex-
plicar y Determinar la cantidad de tridngulos en una posicién dada), Camilo
menciona la cantidad de tridngulos que hay en cada posicion para explicar su
decision de agregar dos tridngulos a la Ultima configuracion mostrada, y asi
dibujar la correspondiente a la siguiente posicion. Ademas, afirma “...enton-
ces, en la posicion cinco puse la misma posicion que esta en la cuatro y segui
como creo que es la circulacion”.

La presencia de un enfoque funcional parece estar sugerido por la mani-
festacion verbal de posicion versus cantidad [6,27]. El estudiante construye
la siguiente figura a partir de la reproduccion de la Gltima configuracion dada
sobre la cual agrega lo que corresponda, segin el cambio que haya identifi-
cado entre otras configuraciones consecutivas de la secuencia dada. Ademas,
Camilo emplea la palabra “circulacion” para denotar lo que en la literatura se
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conoce como patron de repeticion de los triangulos [28], los cuales cambian
de lugar entre si, y presentan una estructura ciclica.

En el numeral tercero de la Tarea A, Camilo afirma que los tridngulos
formaban “como un circulo” dado que los triangulos generan una configura-
cion que se va cerrando. Al construir la configuracion de la sexta posicion,
afirma que no encuentra una estrategia para continuar esta secuencia, final-
mente responde que “a partir de la sexta posicion hay seis triangulos en la
posicion pedida, posicion 10”. Camilo afirma que respondio por la tltima po-
sicion conocida para é€l.

En el numeral cuarto de la Tarea A, Camilo afirma que deben emplearse
todas las figuras conocidas y por tal motivo decide dibujar rectangulos, puesto
que “...es la ultima figura que falta. Ya esta el cuadrado, ya esta el triangulo,
ya esta el circulo”. Ademas, tiene en cuenta las figuras que deben ubicarse en
las posiciones, sin tener en cuenta la cantidad como una caracteristica de esta
secuencia, para dibujar esa cantidad de figuras en la posicion requerida. Se
aprecia que Camilo atendio a las formas sin considerar la cantidad como una
caracteristica de esta secuencia. La atencion a las formas se conoce como “el
problema fenomenoldgico” en la generalizacion de patrones [29].

Estas caracteristicas permiten inferir que Camilo ha identificado patro-
nes, dado que reconoce que hay “algo” que cambia, ya sean formas o cantida-
des, en las configuraciones mostradas en la secuencia. Ademas, hace una ge-
neralizacion cercana [13], en tanto que se basa en las figuras mostradas para
construir las configuraciones siguientes, algunas veces considerando las can-
tidades y otras considerando la disposicion de las figuras. En las respuestas
de Camilo se reconoce generalizacion en tanto que identifico caracteristicas
que le permiten hacer predicciones sobre las configuraciones que conforma-
ran la secuencia [30].

Si se asume la flexibilidad como una habilidad cognitiva para cambiar el
proceso de resolucion de una tarea ante una pauta diferente [31,32], se puede
concluir que Camilo responde de manera flexible. En la respuesta al numeral
primero de la Tarea B se aprecia flexibilidad cuando Camilo menciona que
puede responder a partir de la operacion “resta” al comparar configuraciones
consecutivas de derecha a izquierda, y la operacion “suma” al hacer la com-
paracion de izquierda a derecha.

Investigador: Ah. Entonces, lo que quiere decir es que para pasar de la

posicion dos a la tres, hay que sumar. Pero, para pasar de la
cuatro a la tres, hay que restar.
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Camilo: Porque aqui [sefialando la posicion dos] hay tres en cada una [de
las diagonales], y aqui [sefialando la posicion cuatro] ya hay
siete. Entonces, yo me puse a contar cuanto le falta al tres
para llegar al siete. Y me di de cuenta que, le faltan, le faltan
cuatro. Entonces, aqui generalmente van a ir cuatro para que
aqui se aumenten tres. Acd, hasta aqui, llega el cuatro, y vea
que se aumentan las tres.

Investigador: Entonces, cuando usted dice que “aqui van cuatro”, jes
desde un extremo hasta la mitad?

Camilo: jjNo!!, cuatro toda la linea. Hasta, de aqui a aqui, que vayan,
que haya cuatro.

Investigador: ;Cuatro estrellas?

Camilo: ;Si!

Camilo afirma que verifico su respuesta, y durante la entrevista reconoce
que cometié un error. Asegura que una posicion cualquiera debe tener menos
figuras que la posicion siguiente, y al comparar la cantidad de figuras de su
dibujo correspondiente a la tercera posicion y la cantidad correspondiente a
la cuarta posicion, encontré que no se cumplia esta condicion. Después de
reconocer el error, Camilo propuso una estrategia para seguir construyendo la
secuencia (Tabla 6) y afirma que en cada una de las dos diagonales debe sumar
dos estrellas (una estrella en cada extremo) al comparar dos posiciones con-
secutivas de izquierda a derecha. Sin embargo, también afirma que debe ‘res-
tar’ dos estrellas por cada diagonal al comparar dos posiciones consecutivas
de derecha a izquierda. La Tabla 6 ilustra la estrategia propuesta por Camilo,
después de haber reconocido el error.

Tabla 6. Estrategia de Camilo para resolver el Numeral 1, Tarea B

Respuesta Descripcion

Camilo reconocio, después de haber entregado la tarea
Como puede ver, me escrita, que se habia equivocado. En esta respuesta es-
equivoque crita se aprecia que Camilo dibuja las estrellas, segun las
diagonales que menciona en la entrevista.
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Hay tres en cada una Camilo cuenta la cantidad de estrellas que hay en cada
diagonal de la segunda posicion.

Aqui hay siete Camilo encuentra que hay siete estrellas en cada diago-
nal de la cuarta posicion

Para construir la configuracion de la tercera posicion, a
Hay que sumar partir de la segunda posicion, Camilo agrega dos estre-
llas en cada diagonal: agrega una estrella en cada ex-
tremo, conservando la configuracion de la segunda posi-
cion.

v¢ *— adiciona dos

Para construir la configuracion de la tercera posicion, a
Hay que restar partir de la cuarta posicion, Camilo ‘resta’ dos estrellas
en cada diagonal: ‘resta’ una estrella en cada extremo,

conservando las demas estrellas de la configuracion.
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Camilo aprecia dos diagonales, a partir de la segunda po-
Esquema de la res- sicion, para referirse a la manera como debe agregarse.
puesta dada por Ca-  Encuentra que se agregan dos estrellas en cada una de las
milo durante la entre-  diagonales, a medida que se considere cada posicion de
vista izquierda a derecha. Camilo propone que se restan dos
estrellas, por cada posicion que se considere de derecha a
izquierda.

Fuente: elaboracion propia

En el numeral segundo de la Tarea B, Camilo identifica la cantidad de
figuras que debe “quitar” a una configuracion para obtener la configuracion
de la posicion anterior. Verifica que entre las posiciones siguientes se con-
serva la diferencia. Sin embargo, afirma que la “resta” no es el Gnico proce-
dimiento y sugiere que “desde la posicion cuatro hasta la uno puede ir res-
tando”, y desde la posicion uno hasta la cuatro verifica que la suma sea cons-
tante. Camilo afirma que puede “quitar” de varias formas, para formar la con-
figuracion de la primera posicion, es decir, las figuras pueden quitarse del
costado derecho o del izquierdo, y esto es indiferente para responder correc-
tamente esta cuestion. Camilo responde de manera flexible [31,32] y emplea
multiples estrategias para responder una misma cuestion. Una de las estrate-
gias consiste en quitar a un costado; otra consiste en quitar al otro costado, y
otra mas refiere a sumar la misma cantidad entre posiciones consecutivas de
izquierda a derecha.

En los numerales primero, segundo y tercero de la Tarea C, afirma que
pudo asignar posiciones a las configuraciones que se habian dado en desorden
“porque la primera debe ser la que menos tiene y la ltima la que mas tiene”
y con este criterio organiza las configuraciones de menor a mayor, segun la
cantidad de figuras que contengan.

En los numerales, desde el cuarto hasta el noveno de la Tarea C, Camilo
discrimina algunas caracteristicas fenomenoldgicas [29] tales como la forma
de cada figura (numeral cuarto) y de cada configuracion (numeral octavo),
disposicion (numeral quinto), orientacion (numeral sexto), y cantidad (nume-
rales séptimo y noveno) para decidir acerca de las configuraciones que debe-
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rian excluirse de cada secuencia, por el incumplimiento de alguna de las ca-
racteristicas mencionadas en cada numeral. Camilo responde que los numera-
les cuarto y quinto son diferentes porque en este ultimo habia que considerar
otra caracteristica, aunque se presentan las mismas figuras.

En el numeral primero de la Tarea D, afirma que dibujo un cuadrado en
la parte inferior, agregod otros cuadrados sobre este cuadrado, uno sobre otro,
y finalmente dibujé un tridangulo en la parte superior. Luego contd segmentos
(palitos) que conforman el dibujo que propuso. Cuando se le pidio escribir la
cantidad correspondiente a una posicion pedida, hizo un dibujo y conto a par-
tir de este. Es decir, su estrategia fue dibujar la configuracion correspondiente
a la posicion pedida y luego contar segmentos.

En el numeral segundo de la Tarea D, independiente del conteo horizon-
tal o vertical, Camilo afirma que hay tres figuras en una de las configuraciones
dadas. El lector puede verificar que, de cualquiera de estas dos formas de
conteo, se obtiene la misma cantidad.

Camilo: Primero miré las figuras, en qué secuencia estaban. Entonces,
primero mir¢, en la primera hay tres. Y vi que, en la segunda,
ya hay un uno, dos, tres, cuatro, cinco. Entonces, me di de
cuenta que se va aumentando de a dos.

En el numeral tercero de la Tarea D, Camilo menciona que hay un cambio
vertical y un cambio horizontal, para explicar la formaciéon de la figura en
cada posicion de la secuencia. Es decir, reconoce un cambio en dos direccio-
nes (hacia arriba y hacia el lado derecho).

Camilo: En la primera posicion, hay dos. Y para el que esta caido, hay
uno. Entonces, aqui ya hay tres [verticalmente, en la segunda
posicion], y aqui habia dos [horizontalmente, en la segunda
posicion, sin contar el extremo izquierdo, que coincide con el
extremo inferior de la vertical]. Aqui ya hay dos [vertical-
mente, en la primera posicion], y aqui [horizontalmente, en
la primera posicion, sin contar el extremo izquierdo] ya habia
uno. Y mi estrategia fue seguirle aumentando a cada lado.

En el numeral cuarto de la Tarea D, emplea la multiplicaciéon como es-
trategia para determinar la cantidad de hexdgonos que habria en cualquier
configuracion. Por ejemplo, para la posicion 7, escribe 7x5 y afirma que ha-
bria 35 hexagonos en esta posicion, y dibuja una configuracion que tiene esta
cantidad de hexagonos; para la posicion 30, escribe 30x5, y responde que ha-
bria 150 hexagonos. Cuando se le preguntd por una posicion indeterminada
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de la secuencia, escogio la sexta posicion, dibujo la configuracion correspon-
diente y escribié 6x5, respondiendo que en la sexta posicion habria 30 hexa-
gonos. En las configuraciones propuestas se aprecia que no dibujo en los ex-
tremos (izquierdo y derecho) las dos figuras que presenta la secuencia en las
primeras posiciones dadas, sino que en ambos casos dibujo solo una figura en
cada extremo. De esta manera, al comparar la operacion efectuada con el di-
bujo, se aprecia una correspondencia.

Cuando se le pregunta explicitamente por la estrategia empleada para
responder, afirma que debe multiplicar, y enuncia de manera verbal otra se-
cuencia con la que funciona la estrategia que ha propuesto, y asi justifica la
estrategia que empled para responder este numeral.

Camilo: Digamos que usted me dio la posicion numero siete. Entonces,
yo multiplico la posicion nimero siete con la cantidad de he-
xagonos que se estan aumentando en cada posicion. Por
ejemplo, en la primera, digamos que hay dos, y en la segunda,
ya hay cuatro. Entonces, mi estrategia seria ir aumentando de
dos en dos, en cada posicion. Se multiplicaria siete por dos
(Entrevista, 17 de octubre, 2014).

Se aprecia que multiplico la cantidad correspondiente a la posicion pe-

dida y la cantidad correspondiente al aumento que €l establecid entre dos po-
siciones consecutivas.

CATEGORIAS EMERGENTES

En este apartado se presentan seis categorias que surgieron del analisis
realizado a las respuestas dadas a las tareas. Estas categorias se han denomi-
nado: Reconocimiento de una base, Desconfiguracion y Reconfiguracion, Re-
lacion numérico-figural, Verificacion del cumplimiento de la regla de forma-
cion enunciada, Cierre de configuraciones, y Reversibilidad en la generaliza-
cion. Estas categorias se obtuvieron mediante una triangulacion independiente
entre dos investigadores.

Reconocimiento de una base: La base es la configuracion a partir de la
cual se presupone que se han construido las demas configuraciones de la se-
cuencia. Por esta razon, la base debe estar presente en cada una de las confi-
guraciones de una secuencia. La identificacion de la base permite ordenar
configuraciones en una secuencia, a partir de un ordenamiento creciente. A la
base se le adiciona una cantidad, segun la posicion pedida, para determinar la
cantidad que corresponde a tal posicion.
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La base puede ser una cantidad constante, que siempre se adiciona para
determinar la cantidad de figuras que hay en una posicion de la secuencia. La
base también puede ser una figura o un grupo de figuras que se presenta en
cada Desconfiguracion y Reconfiguracion.

La Desconfiguracion: Es la descomposicion de una configuracion en par-
tes susceptibles de ser estudiadas como patrones de repeticion o como patro-
nes de crecimiento.

La Reconfiguracion: Es la agrupacion de partes en una configuracion sus-
ceptible de ser estudiada como un todo en la secuencia.

Relacion numerico-figural: Consiste en el reconocimiento de una opera-
cion que permite encontrar la cantidad de configuraciones que hay en cual-
quier posicion de la secuencia. Las operaciones efectuadas por los estudiantes
son de diversos tipos:

e Multiplicacion entre el patron de crecimiento (cantidad que se adi-
ciona entre posiciones consecutivas) y la posicion pedida.

e Multiplicacion y adicion de la base (como cantidad constante).

e Multiplicacion entre la cantidad de configuraciones que hay en una
posicion elegida (habitualmente es una de las configuraciones de la
secuencia dada) y la cantidad de veces que debe multiplicarse la po-
sicion elegida para generar la cantidad correspondiente a la posicion
pedida (este segundo factor es el cociente entre la posicion pedida y
la posicion elegida, que se caracteriza por ser un numero entero).

e Suma de las cantidades de figuras que resultan en cada una de las
partes que se han generado tras hacer una Desconfiguracion.

e Adicidon sucesiva de una cantidad (que se ha encontrado entre las po-
siciones consecutivas que se han dado en la secuencia), hasta la posi-
cion pedida.

Verificacion del cumplimiento de la regla de formacion enunciada. Las
operaciones efectuadas por los estudiantes son de diversos tipos:

e Ejemplos parecidos, con los cuales se cumple la regla de formacion
enunciada (por ejemplo, 2, 4, 6, ... 2xn).

e Correspondencia entre cantidad de figuras del dibujo y cantidad que
resulta de aplicar un algoritmo (Prestar atencion a alguna configura-
cion dada en una secuencia, y aplicar la regla).

e Empleo de otra estrategia (conteo sucesivo, y tablas de multiplicar).

e Cambio constante identificado entre configuraciones correspondien-
tes a posiciones consecutivas de la secuencia.
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Cierre de configuraciones: El cierre de configuraciones consiste en agre-
gar figuras a una configuracion determinada, hasta apreciar una figura cerrada
que pueda parecerse a una circunferencia (numeral octavo de la Tarea C).
Cuando los nifios utilizan este tipo de generalizacion, afirman “no saber” por
el lugar en el cual seguirian agregando figuras.

Reversibilidad en la generalizacion: Este proceso hace parte de la flexi-
bilidad en la generalizacion. Asi como encuentran las configuraciones de po-
siciones sucesivas, también lo hacen cuando se les pide las configuraciones
antecedentes.

CONCLUSIONES

En las respuestas ofrecidas por los nifios se aprecia que hay patrones en
la identificacion de un “cambio constante” al reconocer que hay aumento
constante entre términos consecutivos de la secuencia. Esto se aprecia en la
operacion realizada, por ejemplo, la adicion sucesiva o la multiplicacion por
cinco que mencionan los nifios participantes. Ademas, se aprecia una inva-
riante en la estrategia, que consiste en sumar después de realizar la multipli-
cacion, independiente de la posicion por la que se preguntaba. Aunque los
nifios no emplean estas denominaciones -cambio constante, adicion sucesiva,
invariante- se reconoce en su verbalizacion.

Los nifios propusieron una generalizacion lejana al responder por la ma-
nera en que determinarian la cantidad correspondiente a una posicion cual-
quiera. La generalizacion de este tipo se caracteriza por la identificacion de
una regla general, independiente del caso que se considere [13]. Ademas, en
este trabajo se encontrd que los cuatro nifios hicieron una generalizacion ted-
rica [33], que consiste en ampliar la cantidad de casos a los que se refiere -
posiciones en la secuencia- para responder, sin necesidad de recurrir al conteo
sucesivo o construccion de dibujos.

Los nifios propusieron una generalizacion lejana [13], en la cual se em-
plea una regla de formacion que permite calcular, de forma inmediata, el tér-
mino de cualquier posicion de la secuencia. Por ejemplo, Camilo afirma que
debe multiplicarse la posicion pedida por la cantidad correspondiente al in-
cremento constante; mientras que Jhony afirma que ademas de tener en cuenta
el incremento constante que expresaron como una multiplicacion, también ha-
bia que considerar la cantidad que siempre habia que adicionar a tal multipli-
cacion; y Lucia empleo una estrategia que consiste en expresar la cantidad de
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figuras que deberia tener la posicion pedida como el producto entre la canti-
dad correspondiente a una posicion, conocida para ella, y el factor por el cual
se obtiene la posicion pedida en la tarea.

Las respuestas ofrecidas por los estudiantes David, Camilo, Jhony y Lu-
cia, ante las tareas propuestas, evidencia la exploracion de patrones y la con-
sideracion de nuevos casos en esta exploracion, a partir de una regla, que no
necesariamente se representa con simbolismo convencional y que no necesa-
riamente incluye todos los casos posibles en la construccion de la secuencia,
puesto que algunas respuestas se expresaban mediante expresiones pictoricas
y otras se expresaban mediante expresiones verbales. De este modo la activi-
dad de generalizacion por parte de los nifios no se reduce a la expresion for-
mal, sino que atiende a otro tipo de expresiones que denotan propiedades re-
lativas a las configuraciones expuestas en la tarea.

Las diversas formas de expresion empleadas por los estudiantes han sido
reportadas en diversas investigaciones. En [34] reportan que la generalizacion
verbal cobra importancia sobre otras formas de expresion de la generalizacion
en los primeros grados. De acuerdo con [29], el problema semiotico de la
generalizacion de patrones estd vinculado con la denotacion del objeto, que
puede expresarse en varias formas de representacion. [29] plantea que la ge-
neralizacion algebraica no necesariamente esta vinculada con el simbolismo
algebraico alfanumérico, puesto que la denotacion de la generalizacion alge-
braica puede realizarse a través de otras formas de representacion.

Las tareas propuestas a los nifios permitieron identificar diversas estrate-
gias para generalizar patrones lineales. Algunos nifios, por ejemplo, identifi-
caron un incremento constante, otros emplearon las tablas de multiplicar y
otros establecieron una razon de cambio. Estas estrategias, aunque no necesa-
riamente conducian a una respuesta correcta, permiten inferir que los nifios
generalizan patrones lineales de maneras diversas que corresponden a las
identificaciones de caracteristicas figurares que no son facilmente previsibles
por el profesor.

En cuanto a la naturaleza de la generalizacion producida [33,35], los es-
tudiantes hacen una generalizaciéon empirica en tanto que recurrieron a una
estrategia considerada por ellos mismos -conteo, adicion sucesiva, multipli-
cacion sucesiva- para dar respuesta a la tarea, en lugar de emplear una regla
de formacion asignada para todos los casos y establecida previamente por un
referente de autoridad -profesor, libro de texto-. Es decir, los nifios enuncian
caracteristicas que sirvieron para producir una regla de formacion, en funcion
de la tarea propuesta pero tales caracteristicas, aunque sean atribuidas a todas
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las posiciones de la secuencia, no les permitia responder de inmediato por una
posicion mas distante, debido a la estrategia que emplearon. Ademas, usaron
dibujos o listas de nimeros para determinar la cantidad de figuras que habria
en una configuracion correspondiente a la posicion solicitada en la tarea.

Cuando se pregunto a los niflos por las dificultades que enfrentaron en la
resolucion de cada tarea, algunos respondieron que las tareas mas faciles eran
aquellas en las que les pedian dibujar. Era una hipodtesis en la investigacion
que los aspectos figurales facilitarian dar respuesta a las preguntas. Sin em-
bargo, las tareas de generalizacion lejana pueden ser tediosas cuando se pide
dibujar. Lucia afirma “Esta estaba muy larga. Los dibujos muy dificiles”,
cuando se le pregunto por la Tarea D, en la cual debia dibujar configuraciones
correspondientes a posiciones lejanas.

Durante el proceso de generalizacion, los estudiantes pueden validar sus
respuestas cuando vinculan las configuraciones expuestas en la tarea con una
regla de formacion de patrones que hace referencia tanto a las configuraciones
presentes como a las ausentes en la tarea. En el aspecto numérico, las genera-
lizaciones cercanas invocan estructuras aditivas, mientras que en las genera-
lizaciones lejanas invocan las estructuras multiplicativas.

Las categorias emergentes Reconocimiento de una base, Desconfigura-
cion y Reconfiguracion, Relacion numérico-figural, Verificacion del cumpli-
miento de la regla de formacion enunciada, Cierre de configuraciones, y Re-
versibilidad en la generalizacion dan cuenta de las diversas maneras de gene-
ralizar patrones por los niflos y permiten concluir que sus maneras de gene-
ralizar son ricas y por fuera de la tendencia formalista escolar que un obser-
vador entrenado en las maneras matematicas escolares de generalizacion es-
peraria de los nifios.

Este trabajo permite apreciar que la generalizacion es una buena via de
entrada al estudio del algebra en la escuela primaria, en tanto que se pudo
apreciar que los nifios han razonado algebraicamente a partir del reconoci-
miento de “un” patron en secuencias pictoricas, y que los nifios expresan la
generalizacion grafica, numérica o verbalmente. Sin embargo, el estudio de
los patrones por parte de los niflos deberia ir acompaiiado de una actitud
abierta por parte del docente, que le permitan entender formas diversas de
reconocimiento y expresion de la generalidad.
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